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П О Л У ГРУ П П Ы  С Н А С Л Е Д С Т В Е Н Н О  
Ч И С ТЫ М И  П О Д П О Л У Г РУ П П А М И
1. Введение
Понятие чистоты и некоторые родственные понятия, возникшие в теории 
абелевых групп, могут быть определены, как отмечалось в [1, 2], для про­
извольных универсальных алгебр. Это обстоятельство дает новый подход к 
изучению строения алгебр из разных классов. В [2] намечены возможные пер­
спективы дальнейших исследований в обсуждаемом направлении. Настоящая 
заметка посвящена решению одной из поставленных в [2] проблем. Прежде 
чем сформулировать эту проблему, напомним необходимые определения.
Произвольное дизъюнктное семейство подалгебр данной алгебры называ­
ют ее россыпью , а члены этого семейства -  компонентами россыпи. Через 
5 (А) обозначим множество всех россыпей алгебры А. На множестве 5 (А) 
естественным образом определяется отношение частичного порядка <:
{ Т  | * € 1} < { Д  | з € Д  ^  (V* € / ) ( Д  € Д ( Д  с  Д ) .
Ясно, что Б (А) есть полная решетка, наименьшим элементом которой явля­
ется пустая россыпь. Операцию пересечения в этой решетке будем обозначать 
через А. Ядром  конгруэнции р на данной алгебре называется россыпь, состо­
ящ ая в точности из всех р-классов, являющихся подалгебрами.
Пусть V  -  фиксированное многообразие алгебр, А  Е V, Н у )  -  решетка 
подмногообразий многообразия V, X  Е Н у ) .  Наименьшую конгруэнцию в 
множестве всех конгруэнций на алгебре А , фактор-алгебры по которым при­
надлежат многообразию X, называют X -вербальной конгруэнцией  и обозна­
чают через р(Х ,А ). Ядро этой конгруэнции называют Х-вербалом  алгебры 
А  и обозначают через Х (А ).
Подалгебру В  алгебры А  будем называть, следуя [2], X -чистой  в Я, если
Х (В )  = Х ( А )  А  В.  (*)
В равенстве (*) и ниже в аналогичных ситуациях на подалгебру В  алгебры 
А  мы смотрим как на одноэлементную россыпь. Если все подалгебры алгебры
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являю тся Х-чистыми, то такую алгебру называют наследственно Х-чист ой. 
Если подалгебра алгебры является Х-чистой по любому подмногообразию X  
многообразия V  (по любому атому Р  решетки Т('У)), то ее называют вер­
бально чистой  (атомно чистой). Если все подалгебры алгебры являю тся 
вербально чистыми (атомно чистыми), то ее называют наследственно вер­
бально чистой (наследственно атомно чистой). Наследственно вербально 
чистую (наследственно атомно чистую) алгебру для краткости будем назы­
вать УР-алгеброй [АР-алгеброй).
Упомянутая выше проблема (см. [2], проблема 17) формулируется так: 
описать наследственно атомно чистые алгебры данного многообразия (и та 
же задача для наследственно вербально чистых алгебр). Указанная проблема 
решена для модулей [3], вполне регулярных полугрупп [4], групп [5]. В [6- 8] 
приводятся несколько общих утверждений о чистых алгебрах. Настоящая 
статья посвящена решению этой проблемы для полугрупп.
Мы будем пользоваться рядом стандартных теоретико-полугрупповых по­
нятий, их определения можно найти в [9]. Здесь напомним только определе­
ние крепкой полурешетки  полугрупп и раздувания полугруппы.
Пусть С -  полурешетка, {Яу}7ес  -  семейство попарно не пересекающихся 
полугрупп и для каждой пары элементов ср/3 Е С  таких, что а  > /3, задан 
взаимно однозначный гомоморфизм фа,(3- З а —>► йщ причем выполняются 
условия:
1) фа,а есть тождественный автоморфизм Ба для любого а  из С;
2) фа,уф у,7 =  Фа,^ Для любых ср/3, д из С  таких, что а  > /3 > д.
На объединении 5  =  и 7еС £7 заДаДим умножение • следующим правилом: 
для любых а из и Ь из Б у положим
а • Ь =  а р а^ ар.
(Здесь в правой части перемножаются элементы а р а а^у и Ьфр^ар из йфз, а а/З -  
произведение из С.) Тогда (5, •) есть полугруппа, разложимая в полурешетку 
полугрупп Яу. Полугруппу 5  называют крепкой полурешеткой полугрупп  Яу 
и обозначают через [С; Яу; фаф\-
Пусть Т  -  полугруппа, {С2х}хет ~ семейство попарно не пересекающихся 
множеств, причем С^ х П Т  =  {х}  для любого х  из Т . Распространим умноже­
ние в Т  на множество 5  =  [JxeтQx^ полагая а • Ь =  х у  для любых а Е 
Ь Е С}у , х ,у  Е Т. Тогда 5  превращается в полугруппу, называемую раздува­
нием  полугруппы Т ; подмножество С}х будем называть классом раздувания , 
соответствующим элементу х.
В дальнейшем все рассуждения ведутся в многообразии V  всех полу­
групп.
Основным результатом статьи является
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Теорема 1 . Следующие условия для полугруппы Б эквивалент ны:
(1) Б -  наследственно вербально чистая полугруппа;
(2) 5  -  наследственно атомно чистая полугруппа;
(3) 5  есть раздувание крепкой полурешетки прямоугольных групп, струк­
турные группы которых суть прямые произведения циклических групп про­
стых порядков.
2 . Предварительные сведения
Мы будем придерживаться следующих обозначений: Ь -  многообразие 
полугрупп левых нулей; К  -  многообразие полугрупп правых нулей; Э -  мно­
гообразие полурешеток; I -  многообразие всех идемпотентных полугрупп; Ъ -  
многообразие полугрупп с нулевым умножением; А р -  многообразие абелевых 
групп простой экспоненты р. Здесь удобно напомнить, что атомами решетки 
Ь (У )  являю тся многообразия Ь, К , Э, А р для всех простых р  и только они.
Полугруппа 5  называется Х-поушой, если ее Х-вербальная конгруэнция 
р(Х , Б) есть универсальное отношение на 5. Через Е$  обозначим множество 
всех идемпотентов полугруппы 5, а через Сгг 5  -  множество всех ее групповых 
элементов.
Следующие три наблюдения очевидны:
Наблю дение 1. Если для подполугруппы Т  полугруппы Б выполняется ра­
венство р(Х , Б) П (Т х Т ) =  р (Х ,Т ) ; то Т  есть Х -чист ая подполугруппа.
Наблю дение 2 . Следующие условия для прямоугольной полугруппы Б эк­
вивалентны:
(1) 5  -  Ь-полная полугруппа  (К -полная полугруппа);
(2) 5  -  правая связка групп (левая связка групп).
Наблю дение 3. Гомоморфный образ X -полной полугруппы являет ся  X -полной 
полугруппой.
Л емма 1. Класс раздуваний периодических вполне регулярных полугрупп яв ­
ляет ся наследственно замкнут ым.
Доказательство. Пусть 5  =  Джет есть раздувание периодической вполне 
регулярной полугруппы Т , С  < 5 , у Е (Зж, е -  единица группового элемента х  
и х п — е для некоторого натурального п. Д ля доказательства леммы доста­
точно показать, что если у Е С, то и х  Е С. Проверим это. По определению 
раздувания уп — х п — е, откуда уп+1 — ех — х. Следовательно, х  Е С. Лемма 
доказана.
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Пусть 5  =  \С; 57; (ра,/з\ ~ крепкая полурешетка прямоугольных групп. С 
полугруппой 5  тесно связана следующая конструкция.
Нитью  называют множество а =  \аа\ элементов аа , взятых по одному в 
некоторых Ба , причем если нить а содержит элемент а а Е то она содер­
ж ит и его образы аа(раф для всех /3 < <т, а также прообразы аар~^а для всех 
тех у > а , для которых эти прообразы существуют. Произведением нит ей  
а — [аа] и 6 =  [Ьр] называется нить, порожденная произведением а7&7 Е 57 
для любого 7, для которого существуют а7 и 67 (например, в качестве 7 мож­
но взять а/З). Нетрудно проверить, что множество всех нитей образует прямо­
угольную группу (предельную полугруппу  связки С). Эту полугруппу будем 
обозначать через [5]. Заметим, что нити, определяемые всеми элементами по- 
лугруипы Ба , составляют подполугруппу [Ба\ полугруппы [5], изоморфную 
полугруппе Ба .
Л е м м а  2. Крепкая полурешетка Б прямоугольных групп являет ся  Ь -полной 
полугруппой (К -полной полугруппой) тогда и только тогда, когда в  есть 
крепкая полурешетка правых групп  (крепкая полурешетка левых групп).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 5  =  [С; 57; <раф\ ~ Ь-полная крепкая полурешетка 
прямоугольных групп, [5] -  ее предельная полугруппа. Рассмотрим отобра­
жение в: в  [5] такое, что ав =  [а] для всякого а из 5. Легко проверить, что 
в -  гомоморфизм полугруппы 5  на прямоугольную полугруппу [5]. Тогда из 
наблюдений 2 и 3 следует, что [5] -  правая связка групп. Поэтому полугруп­
па 5  есть крепкая полурешетка правых групп. Очевидно, что всякая полу­
решетка правых групп является Ь-полной полугруппой. Это утверждение и 
завершает доказательство леммы.
Напомним, что подполугруппа Т  полугруппы 5  называется ретрактом  
полугруппы 5, если существует такой гомоморфизм в: Б —>► Т, что Ю =  £ для 
всех £ Е Т.
Следующая лемма представляет собой частный случай леммы 23 из [10].
Л е м м а  3. Если периодическая полугруппа в  разлож има в связку унипо- 
т ент ны х полугрупп и С г Б есть подполугруппа, то Ог Б являет ся ретрак­
том.
Л е м м а  4. Ретракт любой полугруппы являет ся ее вербально чистой под­
полугруппой.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Т  -  ретракт полугруппы 5. Из наблюдения 1 сле­
дует, что для доказательства леммы достаточно убедиться в справедливости
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равенства р(Х , Б) П (Т х Т)  =  р (Х ,Т ). Докажем его. Заметим, что р (Х ,Т ) С 
С р(Х , 5). Значит, р(Х , Т ) С р(Х , 5) П (Т х Т). Докажем обратное включение.
Пусть в: Б Т  есть ретрактный гомоморфизм 5  на полугруппу Т  и 
7г: Т  —>► Т /р (Х ,Т )  -  естественный гомоморфизм Т  на фактор-полугруппу 
Т /р (Х ,Т ) . Рассмотрим конгруэнцию кег7г =  {(ж,у) : ж, у Е Т, жя =  уя} (яд­
ро гомоморфизма я). Из определения гомоморфизма я  следует, что (ж,у) Е 
Е кегя  тогда и только тогда, когда (ж, у) Е р (Х ,Т ). Обозначим через сг ком­
позицию гомоморфизмов 0 и я. Тогда для любых ж и у из Т  имеет место 
цепочка эквивалентностей
(ж, у) Е кег а х а  = уа  (хв)тг =  (ув)тг <^>
<<=> Ж7Г =  утг <<=> (ж, у) Е р(Х , Т).
Следовательно, кег сг П (Т х Т )  =  р (Х ,Т ). Но р ( Х , Б)  С кег а . Значит, р (Х ,5 )П
П (Т х Т) С кег сг П (Т х Т) =  р (Х ,Т ), что и требовалось доказать.
Мы будем пользоваться следующим свойством вербалов, справедливость 
которого для любых алгебр отмечалась еще в [11].
Л е м м а  5. Д л я  любых подмногообразий Х « У  многообразия V  из вклю чения  
X  С У  следует, что в любой полугруппе Б выполняется условие У  (5) < 
< Х ( 5 ) .
Поскольку группа имеет ровно один идемпотент -  единицу группы, вер- 
бал А р(Б) всякой полугруппы 5  состоит из одного класса, который должен 
содержать все идемпотенты полугруппы 5. Поэтому справедлива
Л е м м а  6. Д л я  любой полугруппы Б и любого простого числа р имеет место 
включение (Д Д  < А Р(Б).
На всякую полугруппу 5  можно смотреть как на идеальное расширение 
своей подполугруппы Б2 с помощью полугруппы с нулевым умножением. В 
силу этого очевидна
Л е м м а  7. Ъ-вербал полугруппы Б совпадает с ее подполугруппой Б2.
Л е м м а  8. Всякая подполугруппа наследственно Х -чист ой полугруппы яв ­
ляет ся наследственно X -чист ой .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 5  есть наследственно Х -чистая полугруппа, Т  -  ее 
подполугруппа. Докажем, что для любой подполугруппы С  полугруппы Т  
имеет место равенство Х ( С)  =  Х (Т ) А С.  Очевидно, Х ( С)  < Х ( Т )  А С.  До­
кажем обратное включение Х ( Т )  А С  < Х( С) .  Действительно, Х ( Т )  < Х (5 ). 
Поэтому Х ( Т ) А С  < Х ( Б ) А С .  П о условию Х ( Б ) А С  =  Х ( С) .  Следовательно, 
Х (Т ) А С  < Х( С) .  Лемма доказана.
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Л е м м а  9. Идеальные расширения периодических вполне регулярных полу­
групп с помощью полугрупп с нулевым умнож ением и только они являю т ся  
наследственно Ъ-чистыми.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 5  есть наследственно 2-чистая полугруппа. По лем­
ме 7 5 2 =  5. Убедимся, что в подполугруппе 2 (5 )  полугруппы 5  все элементы 
суть групповые элементы конечного порядка. Заметим, что если 5 Е 2 (5 ) , то 
(5) < 2 (5 ) . Таким образом, Ъ(Б)  А (5) =  (5). Но если 5 есть элемент беско­
нечного порядка или негрупповой элемент, то (в)2 =  (5) \  {5} ф (в). Поэтому 
для таких элементов 5 имеет место неравенство 2 (5 )  А (5) ф 2 ( (5)). Это нера­
венство противоречит тому, что 5  есть наследственно 2-чистая полугруппа. 
Следовательно, всякий элемент подполугруппы Ъ(Б)  полугруппы 5  является 
групповым элементом конечного порядка.
Обратно, пусть 5  -  идеальное расширение периодической вполне регу­
лярной полугруппы Т  с помощью полугруппы с нулевым умножением. Тогда 
Ъ (5) =  5 2 =  Т  =  (7г 5. Очевидно, что произвольная подполугруппа Б\  полу­
группы 5  будет иметь ту же структуру, и потому Ъ(Б 1) =  Сгг5х. Получаем, 
что 2 (51) = О г Б 1 = О г Б л Б 1 = Ъ(Б)  А 51.
Л е м м а  10. Множ ество всех идемпотентов всякой А Р -полугруппы  явля ­
ется полугруппой.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 5  есть АР-полугруппа. Докажем, что (Е$)  =  Е$-  
Предположим противное: пусть е, /  Е Е§  и е /  ^ Дю Заметим, что Е§  С Б2. 
Поэтому (Е$)  С Б2. Следовательно, е /  Е Б2. По лемме 9 получаем, что е /  -  
неединичный групповой элемент конечного порядка. Ясно, что найдется про­
стое число р  такое, что А Д (е /))  ф (е /) . Но по лемме 6 (Е$)  < А Д 5 ). Тогда 
(е /)  < А р(Б). Отсюда А р(Б) А (е /)  =  (е /) . Значит, А р(Б) А (е /)  ф А Д (е /)) . 
Мы получили противоречие с тем, что 5  есть АР-полугруппа. Лемма дока­
зана.
Л е м м а  11. Всякая АР-полугруппа являет ся связкой унипот ент ны х полу­
групп.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 5  есть АР-полугруппа. Из лемм 9 и 10 следует, 
что 5  есть периодическая полугруппа у которой множество идемпотентов 
образует подполугруппу. Рассмотрим 1-вербальную конгруэнцию р{I, Б) на 
полугруппе 5. Многообразие I включает многообразия 8, Ь  и Ь. Поэтому 
1(5) < 8 (5 ), 1(5) < 11(5) и 1(5) < Ь (5 ). Предположим, что хотя бы в од­
ном классе конгруэнции р(I, 5) найдутся два различных идемпотента. То­
гда в этот класс будет вклю чаться неодноэлементная полугруппа (7, явля­
ющаяся или полурешеткой, или полугруппой правых нулей, или полугруп­
пой левых нулей. Пусть полугруппа С  есть полугруппа левых нулей. Тогда
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Ь (5 ) Л С  =  С  и С  Д Ь(С). Получаем противоречие с тем, что полугруппа 5  
есть А Р -полугруппа. Аналогичные рассуждения приводят к противоречию и 
в случаях, когда С  есть полурешетка или полугруппа правых нулей. Таким 
образом, в каждом классе конгруэнции р{I, 5) содержится ровно по одному 
идемпотенту. Последнее и означает, что полугруппа 5  есть связка унипотент- 
ных полугрупп. Лемма доказана.
3. Доказательство теоремы 1
Доказательство теоремы 1 распадается на следующие три леммы. Из лемм 
13 и 12 будет следовать эквивалентность условий (2) и (3), а из лемм 12-14 
эквивалентность условий (1) и (3).
Л емма 12 . Пусть X  -  произвольное многообразие. Следующие условия для 
полугруппы Б эквивалентны:
(I) 5  -  наследственно Х -чист ая полугруппа;
(II) 5  -  раздувание наследственно X -чистой вполне регулярной полугруп­
пы.
Доказательство. (1) => (И). Пусть 5  есть наследственно Х -чистая полугруп­
па. Из лемм 9-11 следует, что полугруппа 5  -  связка унипотентных перио­
дических полугрупп и От Б =  Б2. По лемме 3 Ог Б является ретрактом в 5. 
Таким образом, полугруппа 5  есть идеальное ретрактное расширение пери­
одической вполне регулярной полугруппы с помощью полугруппы с ну­
левым умножением. Хорошо известно (см., например, [9, с. 114]), что в этом 
случае 5  будет раздуванием вполне регулярной полугруппы Б2. По лемме 8 
подполугруппа Б2 -  наследственно Х-чистая.
(И) => (1). Пусть 5  =  и xeтQx ~ раздувание наследственно Х-чистой 
вполне регулярной полугруппы Т . Покажем, что полугруппа 5  является на­
следственно Х-чистой. Рассмотрим два возможных случая: Ъ X  и Ъ С X.
1. Пусть Ъ (/- X  и Б\ < 5. Из леммы 1 следует, что 51 =  ДжеТ! ~ 
раздувание полугруппы Д ,  где Т\ < Т , ($х С (£х . Требуется доказать, что 
Х (5Д  =  Х (5 ) А 51. Докажем это. Очевидно, что разбиение полугруппы 5  на 
классы раздувания С£х определяет конгруэнцию на полугруппе 5. Обозначим 
эту конгруэнцию через р. Заметим, что фактор-полугруппа Б /р  полугруппы 
5  по этой конгруэнции изоморфна полугруппе Т . Убедимся, что р С р(Х , 5). 
Д ля этого покажем, что (</ж, х ) Е р(Х , 5) для любого х  из Т  и любого ух из С^ х . 
Можно утверждать, что для всякого ух Е 5 \ Т  найдется у  Е Т, находящийся с 
ним в одном классе конгруэнции р(Х , 5). Действительно, если некоторые эле­
менты из 5 \ Т  образуют отдельные классы конгруэнции р(Х , 5) и К  -  один из
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таких классов, то множество (5 /р (Х , 5)) \  К  есть идеал в фактор-полугруппе 
5 /р (Х , 5). Фактор-полугруппа Риса по этому идеалу является полугруппой 
с нулевым умножением. Поэтому многообразие X  содержит нетривиальную 
полугруппу с нулевым умножением. Но это противоречит тому, что Ъ X. 
Итак, для всякого дх Е 5  \ Т  найдется у  Е Т  такой, что (^ж,у) Е р (Х ,5 ) . 
Отсюда, считая е й /  единицами групповых элементов х  и у  соответственно, 
получаем (едж,еу) Е р(Х , 5) и (<7Ж/ ,  у /)  Е р(Х , 5). Тогда из определения раз­
дувания следует, что пары (ж, еу) и (ж/, у) принадлежат конгруэнции р(Х , 5). 
Но тогда пары (ж/, еу) и (ж, х / )  также принадлежат р(Х , 5). Следовательно, 
(ж, у) Е р(Х , 5). Отсюда получаем, что (уж,ж) Е р(Х , 5). Мы доказали, что 
р С р(Х , 5). Из включения р С р(Х , 5), в силу второй теоремы об изомор­
физмах, следует, что Х (£)  =  : ^  Е Х (Т)}.
Из условия, что полугруппа Т  есть наследственно Х -чистая полугруппа, 
получаем, что Х(Тх) =  Х(Т) ЛТх. Поэтому полугруппа В  принадлежит вер- 
балу Х(Тх) тогда и только тогда, когда найдется полугруппа И Е Х(Т) такая, 
что В  =  И П йх. Отсюда
Л еХ(т)}л(и  я'х) =
хеА хеТх
= { и  е у  А е Щ Т ) }  = { 1 )  <2Х : Б  € Х (Т 0 }  =  Х (5 !).
Случай, когда X <£Х,  рассмотрен.
2. Пусть 2  С X. Нетрудно понять, что полугруппа Т  является ретрактом 
полугруппы 5. В силу леммы 4 Х( Б)  Л Т  =  Х (Т ). По лемме 7 2-вербал 
полугруппы 5  равен 5 2. Очевидно, что Т  =  5 2. По условию Х (5 ) < Z(S').
Следовательно, Х ( Б)  А Т  =  Х (5 ) и потому Х (Т ) =  Х(й'). Пусть Зх < 5.
Полугруппа является раздуванием вполне регулярной наследственно X- 
чистой полугруппы Тх, где Т\ < Т .  Поэтому Х(Тх) =  Х (5х). Тогда
Х (5)  А 5х =  Х (Т ) А 5х =  Х (Т ) А (5х П Т) =  
=  Х(Т) А Тх =  Х(Тх) =  Х(5х).
Лемма доказана.
В [4] были найдены все вполне регулярные ЛР-полугруппы в многооб­
разии всех унарных вполне регулярных полугрупп. Ими оказались крепкие 
полурешетки прямоугольных групп, структурные группы которых суть пря­
мые произведения циклических групп простых порядков и только они. По­
скольку всякое многообразие периодических вполне регулярных полугрупп 
является и обычным полугрупповым многообразием, а многообразия А р для
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всех простых р, Ь, К , Б и только они суть атомы решетки подмногообразий 
многообразия всех унарных вполне регулярных полугрупп, мы можем вос­
пользоваться указанным результатом из [4] в полугрупповой ситуации. Д ля 
этого нам остается заметить, что Z (5) =  5  для любой вполне регулярной 
полугруппы (см. лемму 7). Итак, из упомянутого результата работы [4] вы­
текает
Л е м м а  13. Вполне регулярная полугруппа в  являет ся АР-полугруппой то­
гда и только тогда, когда Б есть крепкая полурешетка прямоугольных групп, 
структурные группы которых суть прямые произведения циклических групп 
простых порядков.
Л е м м а  14. Всякая вполне регулярная АР-полугруппа являет ся УР-полу- 
группой.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 5  есть вполне регулярная А Р -полугруппа. Тогда по 
лемме 13 полугруппа 5  будет крепкой полурешеткой прямоугольных групп, 
структурные группы которых суть прямые произведения циклических групп 
простых порядков. Покажем, что для всякого полугруппового многообразия 
X  полугруппа 5  является наследственно Х-чистой. Предположим, напротив, 
что полугруппа 5  не является наследственно Х-чистой. Тогда в 5  найдется 
подполугруппа 51 такая, что Х (5 ) А $1 ф Х (5Д . Следовательно, конгруэн­
ция р(Х , 5Д  строго содержится в конгруэнции р(Х , 5) П (*$1 х При этом 
для любой компоненты X  россыпи Х (5 ) А 5х (а все они суть подполугруппы 
полугруппы 5Д  имеет место включение Х (Х ) < Х (5Д . Поэтому найдется 
компонента $2 россыпи Х (5 ) А 5х такая, что Х (52) ф 52- Следовательно, в 
полугруппе 5  есть подполугруппа Б2 такая, что Б2 < Х (5 ) и Х (Б 2) ф 52. 
Убедимся, что такой подполугруппы в 5  быть не может. Доказательство бу­
дем проводить, рассматривая все возможные варианты вхождения атомов 
решетки полугрупповых многообразий в многообразие X.
Пусть Ь С X. По условию полугруппа 5  является наследственно Ь-чистой 
полугруппой. Значит, для всякой ее подполугруппы К  такой, что К  < Ь (5 ), 
имеет место равенство Ь(ТГ) =  К , т. е. К  есть Ь-полная полугруппа. По на­
шему предположению Х (5 ) < Ь (5 ). Поэтому по лемме 2 подполугруппа 52 
есть полурешетка правых групп. Гомоморфный образ полурешетки правых 
групп также является полурешеткой правых групп. Отсюда, учитывая, что 
Х (5г) ф , получаем, что многообразие X  наряду с атомом Ь должно содер­
ж ать хотя бы один из атомов К , Э или А р для некоторого простого р. Пусть 
это будет атом К . Тогда Х (5 ) < 11(5). По условию полугруппа 5  является 
наследственно К-чистой полугруппой. Таким образом, подполугруппа Б2 по- 
лугруппы 5  является К-полной. Следовательно, по лемме 2 полугруппа 52
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есть полурешетка групп. Это означает, что многообразие X  наряду с атомами 
L и R  должно содержать хотя бы один из атомов S или А р. Пусть это будет 
А р. Тогда X(aS) < A p(S).  Следовательно, полугруппа S 2 долж на быть А р- 
полной. В этом случае, как нетрудно понять, S 2 обязана быть полурешеткой 
групп, являющихся прямыми произведениями циклических групп, порядки 
которых суть простые числа, отличные от р. Тогда многообразие X  обязано 
содержать хотя бы один из атомов S, А д для некоторых простых q. Пусть это 
будет атом А г (г ^  р). Тогда подполугруппа S 2 есть полурешетка групп, яв­
ляющихся прямыми произведениями циклических групп простых порядков, 
не равных р и г .  Мы приходим к выводу, что полугруппа S 2 является полуре­
шеткой. Гомоморфный образ полурешетки есть полурешетка. Следователь­
но, многообразие X  содержит атом S. Полугруппа S 2 по условию является 
S-полной полугруппой. Но только одноэлементная полурешетка может быть
S-полной полугруппой. Мы получили противоречие с тем, что X(*S2) 7^  S2. 
Таким образом наше предположение о том, что S  не является наследственно 
Х-чистой полугруппой, оказалось неверным.
Рассуждения в случаях других возможных вариантов вхождения атомов 
решетки полугрупповых многообразий в многообразие X  проводятся анало­
гично, и мы их опускаем. Лемма доказана.
Автор выражает глубокую благодарность Л. Н. Ш еврину за полезные со­
веты по оформлению статьи.
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